
Mathematische Beschreibung des Simulationsmodells HAM
(Hydrodynamic Adsorption Model)

H. Schachner, M. Rassinger, W.Loiskandl, E. Schäfer und A. Weingartner

Matbematical description of the simulation model HAM
(Hydrodynamic Adsorption Model)

1. Einleitung

Die Entwicklung einer neuen Bettiebsweise einer Aktiv
kohlefilterkolonne zur Entfernung von organischen Spu
renverunreinigungen aus einer wässrigen Lösung erzeugte
den Bedarf nach einem Simulationsmodell zur Ergänzung
der Technikumsversuche und als eigenständige Planungs
hilfe. Zweck des patentierten KSVA-Verfahren (Kontinu
ierlich, Sektorweise und mit variabler Geschwindigkeit auf
wärtsdurchströmter Adsorber) ist die Unterstützung der
selektiven Adsorption von organischen Mikroverunreini
gungen, (Pestizide, C~ etc.) mit relativ guten Diffu
sions- und Adsorptionseigenschaften aus einer wässrigen
Lösung an Kornaktivkohle. Dabei können die besseren Dif
fusions- und Adsorptionseigenschaften der Mikroverunrei
nigungen gegenüber den natürlich vorhandenen organi
schen Substanzen (BOM, Background Organic Matter =
Hintergrundmatrix) , welche im Gegensatz zu ersteren aus
größeren Molekülen bestehen, ausgenutzt werden. Durch

die vorgeschlagene Bau- und Betriebsweise von Aktivkoh
leadsorbern soll eine verbesserte selektive Verwendung der
Adsorptionskapazität der Aktivkohle für Mikroverunreini
gungen dadurch erzielt werden, daß die BOMzum größt
möglichen Teil durch den Filter hindurchgeht und mög
lichst wenig Adsorberplätze belegt. Die adsorbierte BOM
ist häufig nur teilweise wieder desorbierbar (Fouling
Effekt), was teilweise alsVersperrung der Kohleporen durch
die großen organischen Moleküle interpretiert wird.

2. Das Simulationsmodell HAM

Das Modell HAM (Hydrodynamic Adsorption Modell)
stellt ein Werkzeug zur Simulation der Adsorptionsvorgän
ge in einem Filter mit porösem Adsorbens dar. Es dient zur
Simulation zweier Arten von Filtern mit sektorweiser
Zuschaltung, Ersterer wird als linearer Filter bezeichnet,
dabei handelt es sich einfach t:tm einen zylindrischen Filter
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Zusammenfassung
Im Simulationsmodell HAM werden erstmals die lokal unterschiedlichen Strömungsverhältnisse, wie sie im KSVA
Filter auftreten, bei der Simulation in einem Aktivkohlefilter berücksichtigt. Die Stoffumsetzungwird durch ein mehr
parametriges Konzept beschrieben, das die verschiedenen Transportmechanismen berücksichtigt. Besonderes Gewicht
wurde aufdie mathematische Beschreibung der physikalischen Vorgänge gelegt. Für die numerische Umsetzung konn
ten Wege gefunden werden, die einen effektiven Rechengang ermöglichen. Das Modellkonzept erlaubt den Vergleich
unterschiedlicher Beschreibungen des Adsorptionsvorganges durch die Verwendung verschiedener Isothermen. Die
damit erzielbaren Ergebnisse sind übertragbar aufähnliche Problemstellungen, wie z: B. bei Stofftransportvorgängen
im Boden. Außerdem wird mit HAM ein Werkzeug zur Verfügung gestellt, das als Planungshilfe die Dimensionie
rung von Filtern durch die genauere Berechnung der Durchbruchskurve, die die gebräuchlichen dazu verwendeten
Näherungen ersetzt, wesentlich unterstützt.
Da, zumindest kurzfristig, nicht anzunehmen ist, daß keine Verunreinigungen aus Wasser zu entfernen sind, gewinnt
eine Optimierung des Ausnutzungsgrades derAktivkohle und damit eine Kostenreduktion eine steigende Bedeutung.

Schlagworte: Aktivkohleadsorption, Wasseraufbereitung, Adsorptionssimulation, Mikroverunreinigungen, selekti-

ve Adsorption.

mit Zufluß an der Unter- und Abfluß an der Oberseite,
wobei die einzelnen Lagen von Aktivkohle aufeinanderfol
gend durchströmt werden. Verfahrenstechnisch ist dazu
eine Betriebsunterbrechung notwendig, denn nach dem
Erreichen der zulässigen Ausflußkonzentration muß eine
neue Schicht eingebracht werden. Der zweite Filtertyp ist
der sogenannte KSVA-Filter (WEINGARTNER, 1993; 1994).
Hierbei handelt es sich ebenfalls um einen zylindrischen
Filter, jedoch wird hier über Bohrungen am Umfang, die in
Sammelringe münden, das gereinigte Wasser abgezogen.
Dadurch ist keine Bettiebsunterbrechung mehr nötig. Im
Modell werden, um die Berechnungen zu erleichtern, diese
Ausflußbohrungen durch eine einzelne, rundherum gehen
de Öffnung angenähert.

Eine vollständige Beschreibung der Vorgänge in einem
Filter erfolgt durch die Angabe
- der zeidichen und örtlichen Veränderung der Zufluß...

konzentrationen aller im durchströmenden Lösungsmit
tel (i, a. Wasser) enthaltenen Stoffe,

- der daraus zu berechnenden orts- und zeitabhängigen
Konzentrationen im Filter,

- der sich einstellenden ortsabhängigen Konzentration in
der adsorbierten Phase und der sich daraus ergebenden
Beladung des Adsorbens mit den. einzelnen Substanzen
und

- der Konzentrationen am Filterausfluß (Durchbruchskur
ven).
HAM beschreibt die Änderung der lokalen Konzentra

tionen durch die folgenden Mechanismen:

1. Konvektion: bezeichnet den Stofftransport durch die
Strömung des Wassers.

2. Stoffübergang an der Adsorbensoberfläche: stellt den
Transport aus der gelösten Phase an die Oberfläche des
Adsorbens dar und wird mittels eines kinetischen Para
meters beschrieben.

3. Adsorption an der Oberfläche des Adsorbens: beruht
auf dem thermodynamischen Gleichgewicht der gelö
sten mit der adsorbierten Stoffinenge.

4. Der Weitertransport der adsorbierten Stoffe von der Ad
sorptionsoberfläche ins Innere des Adsorbens wird durch
Oberflächendiffusion beschrieben, die durch einen Dif
fusionskoeffizienten charakterisiert wird.

HAM ist ein rein physikalisches Modell. Chemische
Reaktionen aller beteiligten Stoffe untereinander und mit
der Adsorbensoberfläche werden aufgrund der geringen
Konzentrationen nicht berücksichtigt.

2.1 Die Konvektion

Die lokale Massenerhaltungaller gelösten Stoffe (i) im Fil
ter :fuhrt auf folgende partielle hyperbolische Differential
gleichung

ocC)(r,t) )]e 1 + V -[v(r)c(i)(r,t +
iJt

~I)(r,t) 0 (1)
Pp 8t =
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V-v(r)=O (5)

wobei die Tatsache berücksichtigt wurde, daß die Konti ...
nuitätsbedingung

Die Randbedingung im Filterzufluß (bei z = (})

c(i)(r,z = O,t) =CO(i)(t) ( 7 )

ist gleichbedeutend mit der Vorgabeeiner Konzentration
am Filtereingang. Integriert man die Konvektionsgleichung
über ein Volumen v: ergibt dies mit Hilfe des Gauß'schen
Integralsatzes

(4)

(r,z,t) (r,z,t)
-----+vr(r, a-----+

ot or
oC(i) (r, z, t) (r, z, t)

vop(r,z) + p -.:......----=0· oz p ot

welche in der Laplace-Gleichung ( 2 ) beinhaltet ist, erfüllt
sein muß. Als Anfangshedingung ist die Konzentration im
Filter zur Zeit t = 0 vorgegeben.

c(i)(r,z,t = 0) = ca(i)(r,z) ( 6 )

für die Konzentration c der Lösungskomponente (i} im
Wasser und der mittleren Beladung qam Ort r zur Zeit t,

die die Form einer Kontinuitätsgleichung hat und als Kon
vektionsgleichung bezeichnet wird. Der erste Term der
Konvektionsgleichung bezeichnet die Konzentrationsände
rung im Wasser zwischen den Adsorbenskörnern. Diese
muß mit der Konzentrationsänderung durch Zu- und
Abfluß, ausgedrückt durch den zweiten und dritten Term,
und der Adsorption, die mit einer zeitlichen Änderung der
mittleren Beladung einhergeht, im Gleichgewicht stehen.
Die obige Gleichung beschreibt den Filter als ein Kontinu
um und trägt der porösen Struktur eines Adsorbens nur
durch die Größen e und PpRechnung.

Zur Lösung der Gleichung ( 1 ) benötigt man Anfangs
und Randbedingungen für Konzentration und Beladung
und das Vektorfeld der Filtergeschwindigkeit v (r), das die
Strömung desWassersbeschreibt. Für den linearen Filter ist
dieses gleichförmig und gleich der vorgegebenen Filterge
schwindigkeit. Im KSVA-Filter muß das Strömungsfeld
erst berechnet werden. Da die Strömung durch ein poröses
Medium meist laminar erfolgt und die hier betrachteten
Strömungsgeschwindigkeiten so klein sind (ca, 10 m1h),
daß Turbulenzen vernachlässigbar sind, kann das Problem
mit Hilfe von Potentialströmungen beschrieben werden.
Dafür ist nur die Lösung der Laplacegleichung

(8)

LlqJ(r) =0 (2)

erforderlich. Die Randbedingungen für qJ sind durch den
Druck (Potentiallinien) am Zu- und Abfluß oder durch
Randstromlinien am Filtermantel gegeben. Die Grenze
zwischen Wasser und Luft entspricht einer freien Ober
fläche und ist als solche in die Lösung von (2) miteinzube
ziehen, wobei für den stationären Zustand die Bedingun
gen zu erfüllen sind, daß erstens keine Strömung quer zur
freien Oberfläche erfolgt und zweitens kein Widerspruch
zur Lageenergie besteht. Die Geschwindigkeitergiht sich
dann aus der Lösung für qJ durch Gradientenbildung

& :t JdV c(i)(r,t)+ fdf ·[v(r)c(i)(r,t)]+

0J -pp- dV q(i)(r,t) = 0
81

Wird diese Gleichung noch über die Zeit integriert, so
wird die Bedeutung der einzelnen Terme offensichtlich:

t

efdV c(i)(r,t) + Jdt'fdf. [v(r)c(i)(r,t')] +
to

Pp JdV q(i)(r,t) = 0 (9)

ver) = kFV{O(r) (3 )

Da sowohl der KSVA- als auch der lineare Filter rotati
onssymmetrisch sind, ist man nur auf die Lösung eines
zweidimensionalen Problems angewiesen. Aufgrund dieser
Geometrie empfiehlt sich die Verwendung von Zylinder
koordinaten r ~ (r;z). Die Konvektionsgleichung lautet
umgeschrieben:

Der ersteTerm beschreibt die im WasservolumeneVgelö
ste Stoffmenge, während der letzte Ausdruck die mittlere
adsorbierte Stoffmenge der Kohle in diesem Bereichangibt,
Das Oberflächenintegral in der Mitte ist gleich der im Zeit
raum to bis taus dem Volumen abgefUhrtenSubstanzmen
ge. Die Summe aller drei mußaufgrund der Massenerhal
tung gleich Null sein. Diese Gleichung stellt eine Möglich-
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( 13 )

men.

( 11 )

( 12)

jL(r,t) = ßL(c(r,t) - cS(r,t))

gegeben (siehe auch [CRANK, 1979, 35f] 'surftce evapora
tion conditionj.

Der Stofftransport im kugelförmigen Adsorbens wird
durch das Modell der Oberflächendiffusion mit der Ober
flächendiffusionskonstante Ds beschrieben. Darin werden
die Transportvorgänge ins Korninnere zusammengefaßt,
bei denen der Transportwiderstand wesentlich größer ist als
in der freien Lösung. Dazu gehört das Weiterwandern der
adsorbierten Stoffe ins Innere entlang der Oberfläche sowie
das Eindringen in die ins Innere des Korns führenden
Mikroporen, deren Größe mit den Verunreinigungsmo
lekülen vergleichbar sind. Da die Moleküle des zu trans
portierenden Stoffes weder vernichtet noch erzeugt werden
können, erfüllen sie eine Kontinuitätsgleichung der Form.

oq(x,t) \/ '( t)
Pp ot = - x ' J x,

wobei der Index x bedeutet, daß der Gradient bezüglich der
Ortskoordinate in der Kugel zu bilden ist. Diese Gleichung
stellt einen Zusammenhang zwischen dem Stoffstrom und
der zeitlichen Änderung der Stoffmenge an einem Ort her.
Laut dem 1. Fick'schen Gesetz wird dieser Strom aber als
proportional dem Konzentrationsgradienten angenom-

2.2 Stoffübergang und Oberflächendiffusion

keit dar, die Konsistenz der numerischen Ergebnisse zu
überprüfen. Durch Gleichsetzen von V mit dem Filtervolu
menwird das Oberflächenintegral gleich der Differenz zwi
schen Zu- und Abfluß zum und vom Filter, d. h., gleich der
adsorbierten plus der im Wasser gelösten Stoffmenge. Aus
der Abweichung der linken Gleichungsseite von 0 folgt ein
Hinweis auf die Qualität der Berechnungen.

Um die zeitliche Veränderung der mittleren Beladung an

jedem Punkt r im Filter zu beschreiben, wird das Modell der
Oberflächen- und Filmdiffusion eingesetzt, wobei ein re
präsentatives Adsorbenskorn verwendet wird.

Da die tatsächliche Geometrie der Adsorbenskörner nicht
näher bekannt ist, nimmt man diese Körner als kugelförmig
an. Um der tatsächlichen Gestalt der Kornoberfläche Rech
nung zu tragen, wählt man den Durchmesser dp derart,
daß die spezifische Oberfläche der Kugel As, d. h. das Ver
hältnis von äußerer Oberfläche zu Volumen, gleich der spe
zifischen Stoffaustauschfläche des realen Adsorbens ist.
Damit ist diejenige Fläche des Adsorbens, die pro Volums
einheit zum StofFübergang zur Verfügung steht, festgelegt.
Dazu sind neben der äußeren Oberfläche des Korns auch
die Makroporen zu zählen, in welche die zu adsorbierenden
Stoffe noch in gelöster Phase eindringen können.

Für eine Kugel mitder Porösität Ep und dem Durch
messer dp ist diese Fläche durch

( 10) Um die Änderung der mittleren Beladung des Korns zu
berechnen, wird ( 12) über das Kugelvolumen integriert.

Der letzte Schritt erfolgt wieder unter Verwendung des
Gauß'schen Integralsatzes. Da es sich bei dem Korn um eine
homogene Kugel handelt, gilt für das Oberflächenintegral
aufder rechten Seite,

PI' arU) = J!L..!... JdVq(x,t) =a VKorn a

__1_ JdV \/' j(x,t) = -;-1df ' j(x,t) (14)
VKorll Korn

gegeben. Damit kann der repräsentative Kugeldurchmesser
dp bestimmt werden. Die über dieses Modellkorn gemittel
te zeidiche Veränderung der Beladung liefert dann den drit
ten Term in der Konvektionsgleichung ( 1 ).

Die zeitliche Änderung der Beladung in diesem Korn
wird im wesentlichen durch zwei Parameter beschrieben.
Der erste, ßL' beschreibt den Stofftransport aus der Lösung
zum Adsorbens hin aufgrund eines linearen Konzentrati
onsgefalles in einer dünnen Schicht der Lösung an der Kor
noberfläche [sog.. Filmdiffusion (SONTHEIMER et al., 1985,
254ff)].

Bezeichnet man die Konzentration in der freien Lösung
mit c und die in der Lösung an der Oberfläche des Korns
mit cs' so ist der Betrag des Stoffstromes im Film pro Ober
flächeneinheit durch

1 Jd -( ) °Kom. A.
- --'j r· J x, t = - V- )s =- s ) s
V~m &m

( 15)
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wobei is der Betrag des Stoffstroms an der Kornoberfläche
ist. Dieser muß aufgrund der Massenerhaltung gleich dem
StromJL sein. Kombiniert man also ( 11 ) mit ( 15 ) so folgt
aus ( 14 ) für die Änderung der Beladung

oq(r, t)
Pp ot =ASßL(C-CS) (16)

Setzt man dies in die Konvektionsgleichung ein, so erhält
man

(21 )

(23 )

2.RB

2.3 Die Adsorption an der Adsorbensoberfläche

Bei der Adsorption an der Oberfläche des Adsorbens wird
angenommen, daß sich unmittelbar, d. h. in Zeiträumen,
die klein sind im Vergleich zu der für den Stofftransport
charakteristischen Zeit, ein Gleichgewicht zwischen der
Konzentration der adsorbierten (q~ und der gelösten (c~

Phase einstellt. Dieses ist von allen vorhandenen, adsor
bierbaren Substanzen abhängig.

qS(i) =qS(i) (cS(i)" CS(1) , CS(2) , ••• , CS(i-l) , C8(;+1)'···' CS(N»)

(22 )

DasGleichgewicht im Einzelstoffsystem ist experimentell
einfach zu bestimmen und wird durch eine sogenannte

Adsorptionsisotherme

( 17)

8C(i)(r, z, t) a(i)(r, z, t)
e 8t +v,(r,z) 8r +vz(r,

+ ASßL(i)(r, z, t)[c(I)(r,z, t) - cS(i)(r, z,t)] = 0

Da der Stoffiibergangskoeffizient ßL:I (i) von der lokalen
Fließgeschwindigkeit abhängt und diese im nichtlinearen
Filter ortsabhängig ist, wird ßL,(i) auch ortsabhängig.

Kombiniert ergeben die Gleichungen ( 12 ) und ( 13 )
eine Differentialgleichung fürdie zu transportierende Stoff
menge, die sogenannte Grundgleichung der Obertlächen
diffusion.

gegeben ist. Da die Einzelstoffisothermen im allgemeinen
2-parametrige Ausdrücke von einfacher funktionaler Form.
sind, läßt sich der Ausdruck für1Cvidfach analytisch berech
nen. Verwendet man z, B. eine Freundlich-Isotherme

beschrieben. Für tiefergehende Beschreibungen der physi
kalischen Vorgänge bei der Adsorption siehe z, B. HILL

(1949). Um von den Isothermen der .Einzelstoffadsorptio
nen zu einer geeigneten Beschreibung des Vielstoffgemi
sches zu gelangen, muß eine geeignete Theorie der konkur
rierenden Adsorption herangezogen werden.

Das Adsorptionsgleichgewicht einer Komponente des
Gemisches kann sich nicht unabhängig von der Konzentra
tion der anderen Komponenten einstellen. Eine Theorie,
die die konkurrierende Adsorption der verschiedenen
Komponenten beschreiben kann, jedoch nur die Daten der
Isothermen der Einzelstoffadsorption benötigt. Eine viel
fach verwendete Methode ist die sogenannte ldealAdsorbed
Solution Theory , kurz lAST (RAnKE und PRAUSNITZ,

1972). Die zentrale Größe der IAST ist der sogenannte
Spreitungsdruck 1C ,der durch

C
1(. = RT TI. = RT J'dC. (24)

I A 'A'o Ci

( 19)

(20 )=0I.RB

Im Fall eines kugelförmigen, homogenen Teilchens ver
einfacht sich diese Gleichung zu

° (clq(x,t) 2 Öq(X,t))
-;-q(x,t) =DS 2 + ;:J

ut OX X vX

oq(x,t)

OX x=o
Daß die Ableitung der Beladung '1(i,t) nach x gleich Null

ist, folgt zwingend aus der Massenerhaltung ( 12). EinWert
ungleich Null würde ja laut ( 13 ) einen Stofftransport
bewirken, der von allen Seiten her durch den Kugelmittel
punkt auftritt, was nur möglich wäre, wenn die transpor
tierte Masse im Ursprung verschwände. Als zweite Randbe
dingung ist die Beladung qSan der Kugeloberfläche durch
das Adsorptionsgleichgewicht vorgegeben, mit

mit x = lxi.Die Gleichung ( 19) benötigt zu ihrer Lösung
die Vorgabe von Randbedingungen. Diese Randbedingun
gen werden bei x =0 im Kornmittelpunkt und bei x =dpl2
am Kornrand vorgegeben. Die erste Randbedingung for
dert
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2x
R; = - (30)

dp

(29 )

cx=
Co

zz=
10

t = n/st

r = iSr i = O, ,nR

z = j!J..z j = O, ,nz
X = lSx 1 = O, ,nK

k=i+j·(nR+l)

• Aus der Lösung der Oberflächendiffusionsgleichung er
gibt sich eine Beladungsverteilung im Korn.

• Durch Integration über das Kugelvolumen kann dann die
mittlere Beladung qund deren zeitliche Änderung be
rechnet werden.
Diese Kette von Gleichungen stellt ein implizites Glei

chungssystem für alle zu berechnenden Größen dar, das
mittels iterativer Verfahren gelöst werden kann. Im Modell
HAM geschieht dies so, daß zuerst alle vorkommenden
Differentialgleichungen durch ihre diskreten Formen
ersetzt werden, d. h., anstatt der kontinuierlichen Variablen
für Ort und Zeit werden diskrete Variablen verwendet.

Der Index k wurde eingeführt, um die Punkte im Filter
mit einem statt zweier Indizes zu bezeichnen. Um die
Berechnungen überschaubarer zu gestalten, werden außer
dem dimensionslose Größen eingeführt.

(26 )

±q~(i) = 1 (28)
;=1 qj

(25 )

N

qr = LqS(i)
;=1

und dem folgenden Formelsatz

CS(i) = qS(i)

Ci qT

(27 )

wobei qi = qi (ci) verwendet wurde.
Der lAST-Algorithmus zur Berechnung eines Adsorpti

onsgleichgewichtes für mehrere gelöste Stoffe (i) besteht
nun in der Forderung, daß der Spreitungsdruck für jeden
dieser Stoffe gleich groß ist, d. h.

1l = 1Z"] = 1'l2 = ... = 7rN ~ TI =II]= II 2 =...=TIN

Mit den lAST-Gleichungen (26), (27) und (28) ist
man nun imstande, bei bekannter Form der Adsorptions
isothermen (25) für den Einzelstoffaus den gegebenen
Beladungen die Lösungskonzentrationen bzw. bei gegebe
nen Lösungskonzentrationen die Beladungen zu berech
nen.

Daraus folgt dann z. B. für die Ableitungen der Konzen
trationen im Filter

Ein Teil der obigen Gleichungskette läßt sich durch Ein
setzen der Lösung einer in die jeweils nächste Gleichung
formal "lösen", wobei in dieser Lösung noch immer unbe
kannte Größen enthalten sind. Dazu wird als erstes die
Konvektionsgleichung durch ihre diskrete Form ersetzt

Xk(i~ = 71k(1~(Xk(i) ,xet!l)(i),Xet.!Sk Xi)) +

&(7,/) t3X(R,t) X;:: - X;+l
or -+ 0R -+ I:!,.R

&(r,t) t3X(R,t) X;:: - XZ+1
---~ ~-:..;;....;..;:.--;.;;..;...:..

ot ot ~t

3. Numerische Lösung

Die Beschreibung eines Filterprozesses erfolgt durch die
simultane Lösung mehrerer Gleichungen, wobei alle diese
Gleichungen aufverschiedene Arten zusammenhängen:
e Zur Lösung der Konvektionsgleichung ist die zeitliche

Ableitung der mittleren Beladung q, da diese als Senke
bzw. Quelltermeingeht, notwendig.

e Daraus folgen die Konzentrationen der gelösten Stoffe im
Filter.

e Weiters ergibt sich durch den äußeren Stoffübergang die
Konzentration in der Lösung an der Oberfläche des
Korns.

e Die IAST stellt den Zusammenhang der mit diesen Kon
zentrationen im Gleichgewicht stehenden Beladungen,
welche sich am Korn einstellen,her.

eDie Oberflächenbdadungen wieder gehen als Randbe
dingungen in die Oberflächendiffusionsgleichung ein.

X n+1
Kk(i) S,k(i) (32 )

(31 )
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Der Stoffübergang und die Korndiffusion folgen in allge
meiner Form

Kombiniert man die Gleichungen (32) und ( 33 ), so
ergibt sich ein linearer Zusammenhang

Die Differentialgleichung ( 36 ) wird durch die entspre
chende Differenzengleichung ersetzt

X n+l Xn G (X n+1 n+l )k(i) - k(i) + k(i) k(i) - X Sk(i) +11+1 (vtl
) b ~"+1 X"+1 X"+1

ak(i) 1 'VI ,k(i) + k( i) S ,kU) = k(i) - S.,kU) (33 )

K (X n+l Xn+l )
2k k(i) - k-l(i) +

(X n+1 Xn+l ) - 0+ K 1k k(i) - k-nR-1( i ) -

(37 )

X 11+1 *(n+l)(Kn X n X"+1 X 11+1 )
cO(i) S,k(i) =ak(i) "V'l,k(i) , k(i)' (k-1)(i) , (k-,s)..}(i) + mit den Koeffizienten ist

~ tFSßL,k(i)

Gk(i) == E

&t
Ku == Vz.k EI f...Z

o

3.1 Die Lösung der Konvektionsgleichung

Normiert man die Konvektionsgleichung ( 1 ) mit den ver
einbarten dimensionslosen Größen (30 ), so erhält man

(40 )

(38 )
~t

K2k==vrk~
, &roLl..l\.

Nun muß man den letzten Term genauer betrachten..
Wenn aufeinem Punkt des Gitters vz» < 0 ist, so erfolgt ein
Konzentrationszufluß von dem darüberliegenden Gitter
punkt und der Differenzenquotient ist durch den Ausdruck

LU.'" Xk(i~ - Xk:~R+l(i)
AZ =- 6Z (39)

zu ersetzen. Das würde aber Information von einem Punkt
beinhalten, aufdem die Konzentration noch unbekannt ist.
Es läßt sich zeigen, daß man dieses Problem mit Hilfe des
sogenannten Operator-Splittings umgehen kann (PRESS et
al., 1992). Unter Voraussetzungen, die für die Konvekti
onsgleichung gegeben sind, kann man bei jedem Zeitschritt
die Rekursion für positive und negative Geschwindigkeiten
hintereinander durchführen. Hierbei aktualisiert man die
zu berechnenden Größen zuerst, beginnend bei k = 0, an
allen Punkten mit positiver z-Geschwindigkeitskomponen
te, Danach führt man dasselbe an allen Punkten mit nega
tiver z-Geschwindigkeitskomponente durch, beginnt jetzt
allerdings mit k = (nR+l) .. {nZ+l)-l.

Faßt man die beiden Fälle positiver und negativer z-Kom
ponente der Geschwindigkeit in einem Ausdruck zusam
men, so erhält man

X t1+1 XII G (X ll+1 XI1+1
)

k(i)- k(i) + kU) k(i) - Sk(i) +

K (Xl1+1 X n+1 )
2k k-l(i) - (k-l)(i) +

+ IK1[x 1J
+

1
- X n

+
1

] = 0lk . k(i) k-sgn(vz ,k)[l1R+l ](i) .

Nach Auflösung dieser Gleichung nach xn+l(i) können
die Koeffizienten 11 und 1C für die Konvektionsgleichung
( 32) bestimmt werden

(35 )
* coCa -1])

a =----
1("-1

zwischen X s:l(i) und Y s:Z(i). Die Koeffizienten (ohne
Indizes) gehorchen den Beziehungen

Als zweite "Bestimmungsgleichung" für die Unbekann
ten X s:l{i) und Y s:l(i) stehen die lAST-Gleichungen
zur Verfügung. Man beachte, daß sich die Koeffizienten in
( 3S) nur aus Größen zusammensetzen, die aus vorange
gangenen Berechnungsschritten bereits bekannt sind. Hat
man diese Gleichungen gelöst, so erhält man durch Einset
zen in (32) und (33 ) alle benötigten Größen. Im folgen
den wird die Bestimmung der Größen Je, l1,a und b erläu
tert.
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( 41 )

X ll K X n+1 K X"+1
11+1 k(i) + 2k k-l(i) + lk k-sgn(vz,k)[llR+IJU)

7lk(i) =---------------=---
1+ Gk(i) + K 1k + K 2k

_ Gk{i)
Kk(i) -

! + Gk(i) + K 1k + K 2k

U(Rp,t) =U(jMp,ni1t ) == U; :::;>

U/1 =~ (46)
K

Das Crank-Nicholson-Schema besteht in der diskreten
Darstellung der zeitlichen und örtlichen Ableitungen und
führt auf eine Iterationsvorschrift

ir: _2U~1+1 + ir: o: 2U n ir2Ds )+1 J )-1 + j+l - j + )-1

d; (MpY

in n (für Zeit) und j (für Ort). Der Startwert für die Ite
ration ist durch die Randbedingungen und die Anfangsbe
dingung gegeben. Die Anfangsbedingung und die erste
Randbedingung lauten in der diskreten Form

AB UJ=O Vj

RB! Vö=0 'in (48 )

RB2 o: = ~n"« S

3.2 Die Lösung der Komdiffusionsgleichung

Um qalsFunktion von qszu erhalten (und damit die unbe
kannten Koeffizienten tt und b* in ( 34 ), wird die Korn
diffusionsgleichung für q im Korn in ihrer diskreten Form
gelöst und das Ergebnis über das Kornvolumen integriert.

Im folgenden Abschnitt wird zugunsten der Übersicht
lichkeit die Indizes kund (i) unterdrückt und erst im Ergeb
nis wieder angeführt. Man transformiert zunächst auch die
Ortskoordinate in der Kugel und erhält als normierte Form
der Oberflächendiffusionsleichung

!!.. Y(Rp1f) = 4~s [02 Y(R; l f) + 2 OY(Rpl()] (42)
a s; iJRp s, iJRp

mit den Rand- und Anfangsbedingungen

V ,!+l _ V '!
J }

ilt
= (47 )

(49 )

Aus Gleichung ( 47 ) erhält man unter Berücksichtigung
der RB1 eine Rekursionsformel für 0

mit

(43 ), 'tI t=0

Y(Rp,t) La =Yo(Rp,t), \;j s,
OY(Rp,t)

ORp

RB2

RB!

AB

(45 ) n - U" Un(4 ) nrj = - j+] + j + a - Uj _1

Aus dieser Formel sind bei gegebener Oberflächenbela
dung durch Rekursion die Beladungen in allen Punkten im
Inneren der repräsentativen Kugel bestimmbar. Es ist aber

Für die Diskretisierung der Differentialgleichung wurde
das sogenannte Crank-Nicholson-Schema (PRESS et al.,
1992, 849) verwendet. Dafür muß man zuvor noch eine
Variablentransformation durchführen, um aufdie benötig
te Form der Gleichung zu kommen. Transformiert man die
Gleichungen gemäß

Y(Rp,t) = U(Rp,t) (44)
Rp

so erhält man die Gleichung

t3U(Rp , t ) _ 4Ds 8 2U(R
p , t )

a - d; ORp
2

für die neue Größe U(Rp,t). Als nächstes wird die Diffusi
onsgleichung durch ihre diskrete Form ersetzt

~(a)= a

1
P·1(a)=a---

J+ ~(a)

a = -2 _ (dl'Mp )2
2Dsb.t

Rt+l(a) =1]n

R"+l
( )

R~+l(a) = r". _ j a
)+1 )+1 ~(a)

(50 )
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zu beachten, daß sich die Größen ,n gemäß ( 50 )mit jedem
Zeitschritt ändern.

Mit Hilfe der Rekursionsformel soll ein geschlossener
Ausdruck für die mittlere Beladung der repräsentativen
Kugel in Abhängigkeit von der Oberflächenbeladung
gefunden werden. Dazu wird an jedem Punkt r im Filter
über das repräsentative Kugelvolumen integriert.

_ 1 dP

J
1l

3 6 ·47l' dp

J
/2

q(r,t) = V d xq(x;r,t) == m}3 dx Xl q(x;r,t) ==
o p 0

1

3qo JdRp n,1 Y(Rp;r,t) == 3qoY(r,t) ( 51 )
o

Für a und bgelten dann die Beziehungen (mit komplet
ter Indizierung)

11 3QO(i)Pp(M)2 [. n ~Z;;l ]
ak(i) = ~tA A .c.: rk(i)(a(i» - (LiR )2

S L( I) 0(1) P ( 57 )

3qo(i)pp(M)2 [ ». ]
bk(i) = At~ ARe ~(i)(a(i»)+-2

U .f1SPL(;) O(i)

Für die Bestimmung der Koeffizienten im Gleichungs
system ( 35 ) sind dann ( 57) und ( 41 ) in ( 35 ) einzusetzen.

Das Integral kann näherungsweise durch die Trapezregel
ersetzt werden.

ist. Durch den Vergleich von ( 51 ) mit der Differenzenform
von ( 16) unter Berücksichtigung der Trapezregel folgt

Durch die Definition der Koeffizienten a und b [vgl. GI.
(33 )] kann die Beziehung zwischen Beladung und Kon
zentration vereinfacht dargestellt werden als

3.3 Lösung der lAST-Gleichungen

Mittels des IAST-Formelsatzesund der Gleichung ( 35 ) ist
es möglich, das Adsorptionsgleichgewicht zwischen Ober
flächenkonzentration und Oberflächenbeladung für jede
einzelne Komponente zu bestimmen. Diese Gleichungen
müssen simultan für 2NUnbekanntegelöst werden, was
zum Beispiel mit Hilfe des Newton-Algorithmus erfolgen
kann. Durch Auflösen des Gleichungssystems nach den
zwei Unbekannten qr und rr kann der Rechenaufwand
beträchtlich verringert werden.

Das gekoppeltes Gleichungssystem der zwei Gleichungen
für die zwei Unbekannten I1 und qTist zu lösen

1-±qs(~(Il,qr) = 0
;=1 qj (Tl)

1-±qS(i)(Il,qr) = 0 (58)
;=1 ql'

Um wirklich nur mehr zwei Gleichungen mit den zwei
Unbekannten sr und II zu erhalten, müssen alle bekann
ten Ausdrücke eingesetzt werden. ~i undqi sind durch die
Formeln ( 24 ) und ( 25 ) als Funktionen von n bekannt.
qS(i) folgt aus der ersten lAST-Gleichung in (28), gemein
sam mit ( 34 ), woraus dann wiedercS(i) als Funktion der
beiden VariablenIl und qrfolgt.

,.. qS(i)(TI,qr) •.•
CS(i)(n,qr) =Ci (TI) =a, + b; qS{i)(TI,qT)

qr
b;*qr

=>qS(i)(IT,qT) = (59 )
Ci (TI) - qTa;*

(54 )

(55 )

(53 )

(52 )
y;n

+n(ßR )2-1-
K p 2

r"(a) ='~I~R~(a)k[fi !j(a)J
1

~(a) =_'~lk[Ü !j(a)J
1

Gesucht wird weiters fUr dieses Integral ein geschlossener
Ausdruck in Abhängigkeit von YS (= Unk). Dazu wird die
Rekursionsformel ( 49 ) zur Lösung der Diffusionionsglei
chung in obigen Ausdruck eingesetzt,

Y" =(ßRpY[r"(a)+(.~(a)+ i) ~;I]

wobei

"K-l

Y" == Lk(ßRpiU;
k=l

( V n vn-l)
A R (X" X n ) 3 .J.k - .J.k

SfJLPpCo k - S,k = qo ~t =
(~R )2 [ ( n). .f

1l

-

1
]=3q p r"(a) + ~(a) + -!i. Y;" - ..

o ~t 2 s (~Rp)2
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3.4 Überprüfung des Modells HAM

Das vorliegende Modell wurde vor allem aufseine numeri
schen Eigenschaften hin überprüft.

Die Routine zur Berechnung des KSVA-Strömungsfeldes
wurde in einer Arbeit von PLONER (1995) untersucht und
zeigte gute Übereinstimmung mit den Laborversuchen.

Zur Überprüfung des Konvergenzverhaltens wurde bei
einer Reihe von Simulationsläufen die räumliche und die
zeitliche Schrittweite variiert. Die so erhaltenen Durch
bruchszeiten und Beladungen konvergierten für kleine
Werte von Llt, AR, A.Z und~ und die Massenbilanz,
gebildet aus Zu-, Abfluß und Beladung, erreicht eine Grö
ßenordnung von 1 °16.

Die Beladungskurven eines Zweistoffgernisches aus einer
Arbeit von HAIST-GULDE et al. (1991) konnten nachgebil
det werden, wobei jedoch, wie so oft bei Literaturverglei
ehen, das Problem auftrat, daß nicht alle für HAM benötig
ten Parameter angegeben sind und daher die freien Para
meter aus anderen Quellen genommen werden mußten.
Aus diesem Grund ist auch eine Versuchsserie geplant, bei
der alle Eingabedaten für einen bestimmten experimentel
len Aufbau ermittelt werden sollen.
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Anhang

Im folgenden sollen die verwendeten Symbole und die für
das Modell HAM als Eingabedaten benötigten Kennzahlen
und Filterdaten kurz beschrieben werden.

1. Formelsymbole
Anmerkung:Vektorielle Größen werdenfettgedruckt dargestellt.

Tabelle 1: Allgemeine Formdsymbole
Table 1: General list ofsymbols

Co [mmol/l] Anfangskonzentration der freien Lösung

qo [mmollg] Bdadung im Gleichgewicht mit cO

q(V(r, r) [mmol/g] mittlere lokale Bdadung durch die Kompo-

nente (i)
c(i)(r,t) [mmolll] Konzentration der Komponente (i) in der

gdösten Phase

cs [mmol/l] Konzentration der Komponente an der Korn-

oberfläche

qs [mmol/g] Bdadung der Komponente an der Kom...

oberfläche
ver) [m/s] lokale Filtergeschwindigkeit

jL [mol s-lm-2] Stoffsttom

ßL [m/s] StoffübergangskoefflZient

A [m2kg-l) Adsorptionsfläche pro Masseneinheit des

Adsorbens

R Umol-1K-l] Universelle Gaskonstante

T [I<] Temperatur
r,z [m] Radial- und Höhenkoorclinate im Filter
t [s] Zeitkoordinate
x [m] Ortskoordinate im Adsorberkorn
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2. Filter- und Adsorbensdaten

Tabelle 2: Formelsymbole, Filter- und Adsorbensdaten
Table 2: List ofsymbols for filter and adsorbents data

Zausfl

dausfl

kF

[m~l]

[1]
[1]

[kg/m3]

[m]

[m]

[m]

[m]

[m]

[m/s]

effektive Stoffaustauschfläche

Anteil des Zwischenkornvolumens
Porösität des Korns

mittlere Adsorbensdichte im Filter

Filterradius

Filterlänge

Höhe der Unterkante des Ausflusses (KSVA)

Durchmesser des Ausflusses (KSVA)

radiale Lage des Punktes zur Durchbruchskontrol

le (KSVA)
Filterdurchlässigkeitsbeiwert

Der Freundlich-Exponent npbleibt unverändert.
Der Stoffübergangskoeffizient ßL(i) ist i, a. von der loka

len Umströmungsgeschwindigkeit des betrachteten Adsor
benskorns abhängig. Hat man also keinen linearen, son
dern einen Filter mit lokal unterschiedlichen Strömungsge
schwindigkeiten vorliegen, so wird es i. a, notwendig sein,
ßL(i) an jedem Punkt neu zu berechnen. Dazu bieten sich
die Korrelationen von SCHLüNDER und GNIELINSKI (SONT

HEIMER et aI., 1985) an.
Dafür werden folgende zusätzliche Daten benötigt:

Tabelle 5: Formelsymbole, Zusatzdaten zur Berechnung des lokalen
Stoffübergangskoeffizienten

Table 5: List of symbols for additional data for the determination of
loeal mass transfer coefficient

3. Numerische Parameter

Tabelle 3: Formelsymbole, Numerische Parameter
Table 3: List ofsymbols for numerical paramerer

v
u

[m2/s] Diffusionskonstante des Sorptivs (i) im lösungs

mittel

[m2/s] kinematische Viskosität des Lösungmittds

[m/s] effektive Umströmungsgeschwindigkeit des Parti

kels

Sh = 0664ReXSc~lo1tl •

Anzahl der Stützpunkte in radialer Richtung

Anzahl der Stützpunkte in axialer Richtung
Anzahl der Stützpunkte im Korn

[0/0] Durchbruchswert

[h] Simulationszeit

Maximale Anzahl der Sektoren

Der Formelsatz für ßL(i) lautet:

ßI,U) = dU) [1 +1,5(1- &)](2+ ~Shiam + Sh~rlI )
p

O,037Reo.8Sc

Sh'llrh = 3{
1+ 2,443Re-O

.1(Sc 3 -1)
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Abfallwirtschaft, Abteilung für Siedlungswasserbau, Indu
striewasserwirtschaft und Gewässerschutz, Muthgasse 18,

A-1190 Wien.

Als effektive Umströmungsgeschwindigkeit ist im we
sentlichen die lokale Fließgeschwindigkeitzu verstehen. Es
bestünde natürlich auch die Möglichkeit, u zusätzlich von
der Geometrie der Adsorberkörner abhängig zu machen.

Anschrift der Verfasser

Sto:ffii.bergangskoeffizient des Sorptivs (i)

Diffusionskonstante des Sorptivs (i) im Kohlekorn

Exponent der FREUDLICH-Isomerme des Sorptivs (i)

Vorfaktor der FREUDLICH-Isomerme des Sorptivs (i)

[glmol] Molmasse des Sorptivs (i)

K ino/ar - K MnF(i)-l
F(i) - F(i) (i)

Bei dem Isothermenparameter Kpist zu beachten, daß in
der lAST mit molaren Größen gerechnet wird und daher
die Konzentrationen in mmol/l und die Beladungen in
mmoVg benötigt werden und nicht in mg/lbzw, mg/g) wie
dies für die experimentell bestimmten Größen üblich ist.
Die Umrechnung rur Kperfolgt durch

Tabelle 4: Formelsymbole, Substanzkenngräßen
Table 4: List ofsymbols for chemical parameter

ßL(i) [m/s]

DS(i) [m2/s]

nF(i)

Kpm
M(i)
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